Myveletek és strukturak

Ebben a fejezetben megismerkediink a mvelet, majd az algebrai struktira fogalmaval, miutan
ismétlésként attekintettiik a fliggvény fogalmat. Ezutan az alapvet egy- €és kétmveletes struktirakkal
foglalkozunk. Részletesen targyaljuk az izomorfia fogalmat. A kérdések, példak, feladatok szerves részét
képezik a fejezetnek, javasoljuk ezek alapos feldolgozasat.

VY A fiuggvény fogalma

12.1.1. Definicio
Az frelaciot az X-et Y-ba leképez fiiggvénynek mondjuk, ha

fCXxY
¢s X minden x eleméhez talalhato olyan y€Y, hogy (x,y) € f és,
ha (x,yl) € fés (x,yz) € [, akkor y, = y,.
Ez utobbi azt jelenti, hogy a leképezés egyértelm.Kiilonboz valtozoértékekhez (az X halmaz

elemei) hozzarendelhetjiik ugyanazt a fliggvényértéket (Y-beli értéket), de az X minden eleméhez
pontosan egy értéket rendeliink. (1. abra)

1. dbra

Y A mvelet fogalma

12.2.1. Definicio

Egy f fiiggvényt, amely az 4 x 4 halmazt az A halmazba képezi le, az A halmazon
értelmezett (binaris, bels) mveletnek neveziink.
Ezt a leképezést igy jeloljiik:




fiAdxAd— A

A mveleteket a megszokot prefix jeloléstl eltéren infix modon jeldljiik.
prefix jelolés: fxy vagy f(x, y)
infix jelolés: xfy
A definicidban zardjelben szerepl "bindris" jelz arrra utal, hogya mveletnek két operandusa van.
Ha n-aris relacidobol indulunk ki, akkor az n-véltozos mvelet fogalméhoz jutunk:
Az

f:4"—> 4

leképezés az A halmazon értelmezett n-valtozos mvelet. (Masképpen n-aris mvelet)
Specidlisan az egyvaltozds (undris) mveletek az

fiA— A

leképezések, a nullavaltozds mveletek pedig a konstansok. Egyvaltozos mvelet pl. a
halmazalgebraban a komplementerképzés, az itéletalgebraban a negacio.

A "bels" jelz azt jelenti, hogy a mvelet definici6jaban csak egyetlen halmaz szerepel, az
amelyiken a mveletet értelmeztiik. Ezzel szemben az A halmazon értelmezett kiils mvelet példaul

cgy

fiBxA—A

_ fliggvény. Ilyen példaul a vektorok skalarral valé szorzésa.

V¥ Algebrai struktura

Ha egy halmazon mveleteket definialunk, akkor algebrai struktirat kapunk.

12.3.1. Definicio

Egy mveletes S strukturdn egy S =(A4,#) "part értlink, ahol
A egy halmaz, # pedig az A-n értelmezett mvelet.

12.3.2. Példak
D M)

Mindenekeltt megallapitjuk, hogy a természetes szamok halmaza zart a szorzas mveletére nézve,
azaz

két természetes szam Osszege természetes szam. Eszerint az N a szorzas mveletével algebrai
strukturat alkot-

A szorzas mvelete

» asszociativ,azazV a, b,c € Neseténa: (b-c) = (a'b)-c

és

e kommutativ, azaz V a, b € Neseténa-b=b-a




Az [N-ben van Un. neutrélis elem (egységelem), az 1 Ggy, hogy V @ € Nesetén1-a =a.
Aza-x =b egyenlet bizonyos a, b € N elemekre megoldhat6, de altaldban nem.

2) (N+,+)
Az elz példahoz hasonldan a pozitiv természetes szamok halmaza az 6sszeadas mveletére nézve
is zart. Tehat

a pozitiv természetes szdmok halmaza a szokasos 0sszeaddssal algebrai struktira. Az + asszociativ
¢s kommutativ.

A struktura neutralis elemet (zéruselemet) nem tartalmaz. Az a + x = b egyenlet altaldban nem
oldhaté meg az N + halmazban,

csak néha (akkor, haa < b).

Az tekintett példak egymveletes asszociativ struktarak.

12.3.3. Feladat
Mutassuk meg, hogy (N, V) algebrai struktura, ahol a Vb = a + 5 -b. Asszociativ-e ez a struktura?
Megoldas

Az a Vb mvelet barmely természetes szamparhoz természetes szamot rendel, tehat (N, V) algebrai
struktura. A mvelet azonban nem asszociativ, u.i.

(aVb)Ve)=(a+5b)Vec=a+5b+5-c,
avV(bVc)=aV(b+5c)=a+5(b+5c)=a+5b+25c,
tehat, ha ¢ # 0, akkor
(aVb)Vc)# (aVb)Vc)
12.3.4. Feladat

Vizsgaljuk meg, hogy algebrai struktura-e a kévetkez:
2x+1|x€Z},+)
Megoldas

A pératlan szamok halmaza az 6sszeadas mveletével nem alkot algebrai struktarat, mert nem zart a
mveletre nézve, azaz két paratlan szam dsszege paros.

Félcsoport

12.4.1. Definicio

Egy egymveletes F'= (4, ) struktrat, amelyben az
értelmezett mvelet
asszociativ, félcsoportnak neveziink.

Megjegyzés.

Nem minden mvelet asszociativ, példaul a hatvanyozas sem az. Ugyanis
2 2
(2%) =64 =2 =512,

Nem asszociativ a vektorok vektorialis szorzdsa sem.



A félcsoport mveletének kommutativitdsat nem koveteljiik meg. Ha a mvelet mégis kommutativ,
akkkor kommutativ félcsoportrol beszéliink.

V Kitiintetett elemek a félcsoportban

12.4.2. Definicio

Ha az FF'= (A, ) félcsoportnak van olyan e eleme, amelyre
eca=ac°e=a),

tetszleges a€A esetén, akkkor e-t az F baloldali

(jobboldali) neutralis elemének nevezziik.

12.4.3. Definicio

Ha az FF'= (A,° ) félcsoportnak van olyan e eleme, amelyre
eca=ace=a,

tetszleges aEA esetén, akkkor e-t az F neutrélis elemének

nevezzik.

12.4.4. Tétel

Ha egy F'= (4,° ) félcsoportban e baloldali neutralis elem, és
jobboldali neutralis elem, akkor e =f". Ennélfogva F neutralis
eleme egyértelmen van meghatarozva

Bizonyitas

Tekintsiik aze-f ( € F') szorzatot. Mivel e baloldali neutralis elem, ezérte-f=f, s mivel
jobboldali

neutralis elem, ezérte:f=e. Innen e =f. Ha e, e, az F-nek két neutralis eleme, akkor e -et

baloldali,
e,-t jobboldali neutralis elemként fogva fel, az elbbiek szerint e, = e,.

Megjegyzések
1. Ha F-ben nincs jobboldali neutralis elem, akkor F-ben még lehet végtelen sok kiillonboz
baloldali

neutralis elem.
2. Ha az F -beli mveletet szorzasnak irjuk, akkor a neutralis elemet tobbnyire egységelemnek

nevezzik.

12.4.5. Definicio

Ha F’ -nek van e neutralis eleme, és valamely a € F - hez 1étezik

olyan @ EF ,hogy



*
a -a=e,

* . . r ..
akkor ¢ -ot az a elem baloldali inverzének nevezziik.

A jobboldali inverz és az inverz elem definicioja hasonldan torténik. Az a elemet invertalhaté

elemnek mondjuk, ha van inverze. Ha a-nak van inverze, akkor ez is invertalhat6, €s inverze a,
%

azaz (a*) =aq.

12.4.6. Tétel

. ’ * .
Ha az F neutralis elemes félcsoportban az a elemnek vana  baloldali
inverze, és van
a jobboldali inverze, akkora =a . Ezért az inverz elem , ha
1étezik, egyértelmen van meghatarozva.

Bizonyitas
A feltételek alapjan:

a Za*-eZa*-(a-a **) = (a*-a) a=ea =a

12.4.7. Tétel

. . *, * .
Ha az a és a b elemeknek van inverzik, « ill. » , akkor a-b - nek is van
. , * *
inverze, ésez b -a .

Bizonyitas
Mivel
(b"-a )-(ab)=b -(a -a)-b=b -eb=b -b=e,
ezérth -a aza-b baloldali inverze. Hasonloan belathato, hogy b -a" aza-b-nek jobboldali
__inverze is.

V¥ Példak
12.4.8. Példa

Tekintsiik a (2H, N ) struktirat, azaz a H nemiires halmaz dsszes részhalmazat a metszetképzés
mveletére nézve.

Ez a struktara neutralis elemes félcsoport. Neutralis eleme maga a H halmaz.. A neutrélis elemen
kiviil mas elemnek

nincs inverze.

12.4.9. Példa

Félcsoportot alkotnak a valos elem
ab

c d
alakt matrixok a matrix-szorzassal, mint mvelettel.




=> restart:

[> with(linalg):

[> A =matrix(2,2);B. =matrix(2,2);C=matrix(2,2);
| Tekintsiik ket tetszoleges, 2x2-es matrix szorzatat!

| > eval M A&* B) ;

A szorzat is 2x2-es matrix. Megmutatjuk, hogy a muvelet asszociativ, azaz V 4, C, B 2x2-¢es
matrix-harmasra

(A-B)-C=A4-(B-C)

[> sinplify(eval m((AS*B)&Q)):;
[> sinplify(eval mA& (B&C))):;
|:> equal (% 949 ; #Megvi zsgal ja, hogy a két matri x egyenl-e

Lathato, hogy a két matrix elemrl-elemre megegyezik, s ezt allapitja meg az equal eljaras is.

10

Egységelem az matrix, s a matrix akkor invertalhat6, haD=a-d —b-c # 0.

12.4.10.. Példa
A valos elem,
ab

ab

alaku matrixok olyan multiplikativ (a mvelet a szorzas) félcsoportot alkotnak, ahol az 6sszes
a + b =1 feltételnek eleget tev
matrix baloldali neutrélis elem. Beldthato, hogy jobboldali neutralis elem nincsen.

12.4.11. Példa

Félcsoportot alkotnak az egész szdmok a szorzas mveletére nézve. A félcsoportban van
_egységelem, az 1, de az 1¢s a -1 kivételével nincs a halmazban inverziik az elemeknek.

V A mvelet invertalhatésiga

Az algebrai strukrura fogalmat bevezet fejezet példaiban bizonyos egyenletek megoldhatdsagat
vizsgaltuk. Ebbl kiindulva definialjuk a mvelet invertalhatésaganak fogalmat.

12.4.12. Definicio

Az F = (A, )félcsoportbeli = mveletet invertalhatonak
nevezziik, ha tetszleges a, b € 4 elemekhez egyetlenegy
X, €sy, létezik ugy, hogy

ax,=bésy,a=b

A definicio6 két fontos elemet tartalmaz:
1. Aza-x=>b és azy-a =b egyenleteknek létezik az A halmazban megoldasa;
2. A megoldas egyértelm.




A kovetkez fontos tétel a mvelet invertalhatosdganak és az elemek invertalhatosaganak
fogalmat kapcsolja 0ssze.

12.4.13. Tétel

Egy asszociativ (A4,° ) strukturdban a o mveletet akkor és
csak akkor , invertalhato, ha

1. (4,0 )-ben van egységelem ¢és

2. A minden elemének van inverze.

¥ Csoport
A kombinatorikardl szo6l6 fejezetben bevezettiik a permutacié fogalmat:

crer

A permutaciokat igy is jelolhetjiik:
(1 2 3) ( 123 )
231 312
Itt harom elem permutacidir6l van szd. Az els esetben az els helyre a 2, a masodik helyre a 3, a

harmadik helyre az 1 keriil.
A masodik esetben a 3 1 2 permutaciot kaptuk.

crer

halmaza}, omvelet a permutaciok egymads utani végrehajtasa.
Példaul:
(123)(123):(123)
312 )(213 321 )°

Az els permutacio6 az 1-hez a 3-at rendeli, a masodik a 3-hoz 6nmagat, a két permutécid szorzata -
ennek megfelelen- az 1-hez a 3-at. Az els permutacio a 2-hoz az 1-et rendeli, a masodik az 1-hez a
2-t, igy a szorzat a 2-hoz a 2-t. Végiil az els permutécid a 3-hoz a 2-t, a masodik a 2-h6z az 1-et, s
igy a szorzat a 3-hoz az 1-et rendeli.

Tudjuk, hogy 3 elemnek 6sszesen 6 permutacidja van. Jeloljiik ezeket a kdvetkezképpen:

o (123N, _ (123N , _ (123 , _(123\ , _(123Y , _(123
_Pl_(123)’P2 (231)’P3 (312)’P4 (132)’P5 (321)’P6 (213)'

A G = (H, o) struktara vizsgalata

|:>restart:
[> with(linalg):




A kovetkezkben eljarast adunk meg két permutacié szorzatanak kiszamitasara. Az eljaras

matrix alakban kezeli a permutédciokat. Adjuk meg hdrom elem fent definiélt 6sszes

| permutaciodjat ilyen alakban:

> Pl |l:=matrix(2,3,[1,2,3,1,2,3]):Pl|2:=matrix(2,3,[1, 2,3, 2,3,
11):P| | 3:=matrix(2,3,[1,2,3,3,1,2]):P||4:=matrix(2,3,[1, 2,3,
1,3,2]):Pl |5 =matrix(2,3,[1,2,3,3,2,1]):P| | 6:=matrix(2,3,[1,

| 2,3,2,1,3]):

=igy a permutéaciok a kovetkez alakot 6ltik:

| > seq(P||i=eval m(P|]|i),i=1..6);

\ 4 Eljaras a permutdciok szorzatanak kiszamitdsdra,
Az alabbi permszor eljaras kiszamitja a permutaciok szorzatat. Paraméterei a szorzotényezk,
matrixként definialva.

> pernszor: =proc()
| ocal szor,k,j,i,sor,pl, p2:
pl: =eval m(args[1]);
p2: =eval n(args[2]):
k:=l'inal g[coldim(pl):
sor:=seq(j,)=1..k):
szor:=matrix(2,k,0):
if linalg[coldim(pl)<>linalg[coldin(p2)
t hen RETURN( A pernut aci 6k nem azonos el enszamiak’)
fi:
for i to k do
szor[1l,i]:=i:
szor[2,i]:=p2[2,pl][2,i]]
od:
eval n(szor)
1L end:
| Képezziik néhany permutacid szorzatat
| > P2 P5 =pernszor (P2, P5);
Ez éppen a P6 permutacio, tehat

P2-P5=P6
| Végezzik el a mveletet forditott sorrendben:
| > " P5 P2" =pernszor (PS5, P2);
Ez éppen a P4 permutacio, tehat
L P5-P2=P4
Ez azt jelenti, hogy a mvelet nem kommutativ, hisz taldltunk olyan elempart, amelyek szorzata
fligg a sorrendtl.
Késztsiik el az un. mveleti tablat. Vagyis végezziik el minden lehetséges parral mindkét
| sorrendben a mveletet:
| > matrix(6,6,[seq(seq(pernszor(P||i,P[|]j),i=1..6),j=1..6)]);
| A mveleti tabla "rovidebben", a permutaciok jelolésével:




o | PIOPZ P3P PSFE

PP FPI P2 P PF PS PO
F2 | P2 P3P PSS PO PE
P3| PRI P2 PO PE P
Pe|PE PGPS PP P ORPZ
PY| P PE P P2 PIOFP3
Po | P6 PSS PE P3PPI

A tablazatot megfigyelve tobb mindent észrevehetiink:

* Minden elem minden sorban és minden oszlopban pontosan egyszer fordul el;

* A P1 identikus permutacié sora és oszlopa a masik tényezkbl all. Ez azt jeleti, hogy P1-el
szorozva minden elem valtozatlan marad, vagyis a P1 permutaci6 a neutralis elem;

* P2-P3=P3-P2=PI, P4-P4=P5-P5=P6-P6 =PI, tehat a P2 elem inverze a P3, mig a P1,
P4, P5, P6 elemek sajat maguk inverzei.

« Kideriilt, hogy van egységelem (neutralis elem), és minden elemnek van inverze. Ezért, az

| elz szakasz tétele szerint, a mvelet invertalhato.

;Vizsgéljuk meg, hogy asszociativ-e a mvelet! Elszor egy esetet nézziink meg:
| > pernszor (P1, pernszor (P3, P4) ) =per nszor ( per nszor (P1, P3), P4) ;
A linalg csomag equal eljarasaval megvizsgalhatjuk, hogy a két eredmény, a két matrix egyenl-
e.
| > equal (1 hs(%,rhs(%);
Azt kaptuk, hogy P1- (P3-P4) = (P1-P3) - P4, tehat esetiinkben teljesiilt a csoportosithatésag, az
asszociativitas. Most vizsgaljuk meg az 0sszes esetet.
Az asszociativ valtozonak true (igaz) kogikai értéket adunk, majd harom egymasba agyazott
| ciklussal valamennyi elemharmasra meegnézziik, hogy teljesiil-e az asszociativitas.
[ > asszoci ativ:=true;
>for i to 6 do
for j to 6 do
for k to 6 do
I f not (equal (pernszor(P||i, pernmszor(P||j,Pl|k)), pernszor
(permszor (Pl |i,Pl]j),Pl|k))) then
asszoci ativ: =fal se
| fi od od od;

| > asszoci ativ;

Az asszociativ valtozo értéke igaz maradt, tehat a mvelet asszociativ. Természetesen az
asszociativitas teljesiilése altalanosan is bizonyithatd, anélkiil tehat, hogy végig vizsgalnank a
szobanforgo eseteket.

\ 4

A csoport definicioja




12.5.1. Definicio

A G = (H,° ) asszociativ strukturat csoportnak
nevezziik, ha a e mvelet invertalhato.

Tudjuk, hogy az asszociativ struktiira mveletének invertalhatdosdga egyenérték azzal, hogy a
struktiraban van egységelem (neutralis elem) €s a struktiira minden elemének van inverze. Ennek
alapjan a definiciot a kovetkez, az elbbivel természetesen egyenérték, modon is
megfogalmazhatjuk:

12.5.2. Definicio

A G halmaz csoport, ha

1. G tetszleges a, b elemparjahoz hozza van rendelve
G-nek egyértelmen meghatarozott ¢ eleme:

acb=c;
2. A o mvelet asszociativ, azaz V a, b, ¢ € G esetén
ac(boc)=(aobh)oc

3. Létezik olyan e € G, amelyreeca=a o e =a, azaz
1étezik egységelem;

4.V a € G-hez létezik olyan ¢, € G, hogy

aooazaoaoze,

azaz G minden elemének van inverze G-ben.

A G csoportot végesnek vagy végtelennek mondjuk, aszerint, hogy elemeinek szdma véges, vagy
végtelen. A csoport elemeinek

szamossaga a G csoport rendje. Ennek jele: |G].

Az elzetes vizsgalat és a definici6 alapjan mondhatjuk, hogy

12.5.3. Tétel

n elem halmaz 6nmagara val6 leképezései, azaz az adott n szamu
elem 0sszes permutacioi, csoportot alkotnak. Ezt a csoportot n-
edfoka szimmetrikus csoportnak nevezzik. Jelolése: S, rendje n!

A szimmetrikus csoport mvelete nem kommutativ, tehat altalabana o b # b o a. Azokat a
csoportokat, amelyeknél az értelmezett mvelet kommutativ, kommutativ csoportoknak, vagy
__ Abel-csoportoknak nevezziik.

V¥ Péld4k csoportra

A kovetkezkben megadott halmazok a megadott mveletekre nézve csoportot alkotnak.

1. Az egész szamok az Osszeadasra nézve. (Z,+).

2. Az Gsszes racionalis (vagy valds, vagy komplex) szamok az dsszeadasra nézve.

3. A nem zérus (masképpen szolva a 0-t6] kiilonboz) raciondlis (vagy valds) szamok a szorzas
mveletével.

4.Legyen H a modulo m szerint vett teljes maradékrendszer (H = {0, 1, .. m-1}), a mvelet pedig
a maradékosztalyokon értelmezett 6sszeadas.
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A mvelet zartsdga egyértelm, hiszen két maradékosztalyt 6sszeadva ismét egy maradékosztalyt
kapunk, ha az 6sszeadas a maradékosztalyokon értelmezett 0sszeadds. Az asszociativitds szintén
trividlisan teljesiil. Az egységelem a 0 maradékosztaly, hiszen ha egy tetszleges szamhoz m-mel
oszthato szamot adunk, akkor a szam maradéka nem valtozik modulo m. Az x maradékosztaly
inverze pedig az m — x maradekosztaly, hiszen ha a = x (mod m) €s b = m — x (mod m), akkor a+
b=x+m-x=0 (mod m). Vagyis a csoporttulajdonsag mindegyik feltetele teljesiil.

5. A tér vektorai a vektordsszeadas mveletére nézve.

6. Az nxn-es matrixok az Gsszeadas muveletére nezve.

Részcsoport

A G csoport részhalmazait komplexusoknak is szoktak nevezni.
Tekintsiik a 3-adfoku szimmetrikus csoport kovetkez komplexusat:

[ > A =[seq(eval m(P[]i),i=1..3)];

Megmutatjuk, hogy A a permutdciok egymas utani elvégzésére, mint mveletre nézve maga is

| csoportot alkot.

Elszor megmutatjuk, hogy A a o mveletre nézve zart, tehat A barmely két elemével elvégezve a
_mveletet, ismét A-beli elemhez jutunk.

| Képezziik a mveleti tablat!

> M=matrix(4,3,[Al, A2, A3, seq(seq(pernszor(Ali],Alj]),i=1..3),j=
L 1..3)]):

> Oszlop:=matrix (4,1,[ o ,Al,A2,A3]):

[ > ML:=linal g[concat] (Gszl op, M:

[ > map(t->eval n(t), M) ;

| Azonnal lathato, hogy a mvelet zart. A mveleti tbla az elemek nevével:

| > matrix(4,4,[ o ,Al,A2,A3,Al,Al,A2,A3,A2,A2,A3,Al,A3,A3,A1,A2]);
Mivel 4 C H, és G= (H,° ) csoport, tehat a mvelet asszociativ, igy ez nyilvan teljesiil az A-beli
elemekre is. A-ban van egységelem, ez A1l. Minden elemnek van inverze. Az A2 inverze A3, s
nyilvan A3 inverze A2, s az egységelem inverze dnmaga.

Ezzel megmutattuk, hogy a (A4, o ) struktura maga is csoport.

12.6.1. Definicio

A G csoport A komplexusat a G részcsoportjanak mondjuk,
ha A elemei a G-beli mveletre nézve maguk is csoportot
alkotnak.

Mondhatjuk tehat, hogy a harmadfoku szimmetrikus csoport
1 23 123 123

123 2 31 312
komplexusa (részhalmaza) a szimmetrikus csoport részcsoportjat alkotja.

> 2




12.6.2. Definicio

Az n-edfoku szimmetrikus csoport részcsoportjait n-edfokt
permutacioécsoportoknak hivjuk.

Ennek alapjan a G, = (4,° ) harmadfoku permutacidcsoport.

Mivel a csoport asszociativ struktira, masképpen szolva az értelmezett mvelet asszociativ,
beszélhetiink a csoport elemeinek hatvanyarol. gy

n
a =da-a-....a
mindenn € N esestén természetszerleg eleme a csoportnak. A csoport minden elemével egyiitt az
elem inverze is eleme a csoportnak, s ezt o \-nel jeloljiik, mivel

(a~b)_1=b_1-a_l.
-1

() ' =a a7 = (a7’

s altalanosan

Vizsgaljuk a G, egységelemtl kiilonboz elemeinek hatvanyait. Az A22:

[> * A 2172 =permszor (A 2], AL2]);

Az AZ2 = A,. Képezziikk most az A23-6t:

|:> "A[ 2] 73" =pernszor (pernmszor (A[2],A[2]),A2]);

Ez éppen 4, = e, vagyis az egységelem (neutralis elem). Eszrevehetjiik, hogy az 4, elem hatvanyai a
G, csoport valamennyi elemet elallitjak. Adott elem 0-adik hatvanya minden, az egységelemet
tartalmaz6 struktiraban az egységelem, tegat A =e.

Mondhatjuk tehat, hogy aze, 4,, A22 alapséma ciklikusan ismétldik, hiszen pl. A32 =e, A42 =A4,,
Ugyanezt elmondhatjuk az 4, elem hatvanyair6l is.

12.6.3. Definicio

Ha egy csoport minden eleme kifejezhet (masképpen szolva generalhaté)
egyetlen elem hatvanyaival, akkor a csoportot ciklikus csoportnak mondjuk. A
szobanforgo elemet a csoport generatorelemének, rovidebben generatoranak

mondjuk. Ha n az a legkisebb pozitiv kitev, amelyre a" = e, akkor az a 4ltal
generalt csoport n-edrend.

A G, = (4,° ) harmadfokl permutaciocsoport egyetlen elemével, 4,-vel, vagy 4,-mal generalhato,
__ tehat harmadrend ciklikus csoport.

Y 1zomorf csoportok

12.7.1. Példa.

Adott a sikon egy szabalyos haromszog. Hany olyan egybevagosagi transzformacioja van a siknak,
amely a haromszoget onmagaba viszi at? Adjuk meg ezeket a transzformaciokat! Bizonyitsuk be,
hogy ezek a transzformacidk csoportot alkotnak. (A mvelet a transzformaciok egymas utani
végrehajtasa.)




(2]

2. dbra
Konnyen lathato, hogy az identikus (azonos) transzformacid, a haromszog kozéppontja koriili EN

és Tszé’)g elforgatasok, tovabba a szimmetriatengelyekre vonatkoz6 tiikkr6zések az adott

haromszoget onmagaba viszik at. A keresett transzformacioknak a haromszog cstcsait cstucsba kell
atvinniiik. Jel6ljik a haromszog cstcsait az 1,2 €s 3 szdmokkal. (2. abra)

Ha megadjuk, hogy az 1 és 2 pont mibe megy at, akkor a harmadik cstcs helye egyértelmen
meghatarozott. Az 1 és 2 pontokkal hatarolt szakaszt mindegyik haromszdgoldalra kétféleképpen
helyezhetjiik rd, ezért 3-2 = 6 olyan egybevagosagi transzformacié van,amely a haromszoget
Onmagaba viszi at. A felsorolt 6 transzformacidnal tobb nincs.

A csoportaxiomak teljesiilése nyilvanvald. Mint lattuk a transzformdacidkat egyértelmen
meghatarozza, ha megadjuk a csucsok képét.

Eszrevehetjiik, hogy a bevezetett jeloléssel minden egyes transzformacio az 1,2,3 elemek egy
permutacidja. Ezek szerint természetes modon hasznéalhatjuk a permutacioknal bevezetett jelolést:

(123N, _ (123N ,_(123Y. . _(123Y , _(123Y , _(123
e‘(123)’fl_(231)’f2 (312)”1 (132)”2 (321)”3 (213)'

Az e az identikus transzformaciot, f; €s | a forgatasokat, 7, ¢, €s z; a tengelyes tiikrozéseket jelenti.
Azonnal latszik, hogy ezek rendre épp a 3-odfoku szimmetrikus csoport elemei, azaz a

Py, Py, Py, P,, Ps, P,

permutéciok. Feleltessiik meg minden egyes transzformacionak éppen azt a permutéciot, amely a
haromszog csucsait a megfelel helyzetbe hozza. Ilyen mddon olyan egy-egyértelm megfeleltetést
hoztunk 1étre a most targyalt transzformaciokbol all6 csoport (transzformacidcsoport) €s a 3-odfokt
szimmetrikus csoport elemei k6zott, amely leépezés mvelettartd, tehat barmely két elem szorzatanak
képe megegyezik a képelemek Osszegével. (Itt a mveletek megjeldlésére jelentés-kiterjesztéssel
hasznaljuk a "szorzat" ill. az "6sszeg" megjelolést. Jeloljiik ugyanis a transzformaciok egymasutani
elvégzésének mveletét #-kal, a permutaciok szorzatat o-rel.

Ekkor példaul



St =1

azaz azf, —— sz0 val¢ tiikroz u végz
/i 3 g forgatas ¢€s a z, tengelyre valo tiikkroz€s egymasutani elvégzese egyenérték a ,

tengelyre val6 tiikrozéssel.
Azf, forgatasnak a P, permutdcio, a t, tiikkrozésnek a P; permutacié felel meg, s ezek szorzata

‘P2 P5" = permszor(P2, P5) = Py;

s ez €ppen a t, tiikrozesnek megfelel permutacid. Az mondjuk, hogy a két struktura, a ket csoport

"azonos formaju", mas szoval izomorf.

12.7.2. Definicio
HaazS=(4,#) ésazS'=(A4", o) struktirakhoz létezik
egy bijektiv g leképezés igy, hogy

gla)=a ¢és g(b)=b
esetén(a, b € A,a’, b"EA)
gla#b)=g(a) °g(b)=a b,

akkor az S és az S struktirak izomorfak.

A g(a#tb)=g(a) °g(b)=a°b egyenlség azt jelenti, hogy a leképezés mvelettartd, azaz az elemek
szorzatanak képe megegyezik a képelemek 0sszegével. A szorzat és Osszeg megjeldlés itt
természetesen tetszleges binér, bels mveletet jelenthet. (3. dbra)

3. abra

Megjegyzés: a leképezést akkor mondjuk bijektivnek, ha injektiv és szurjektiv egyidejleg. Az
injektivitas azt jelenti, hogy kiilonboz elemek képe kiilonboz (egy-egyértelm a leképezés), a
sziirjektivitas pedig azt, hogy a leképezés értékkészlete megegyezik a képtartomannyal, tehat itt S
minden eleme képe valamely S-beli elemnek.

Mint lattuk a szabalyos haromszoget 6nmagara leképez egybevagdsagi trenszformaciok csoportja



izomorf a 3-adfoku szimmetrikus csoporttal. Ez nem esetleges kapcsolat. Errl sz6l a kdvetkez tétel.

12.7.3. Tétel. (Cayley tétele)

Tetszleges n-edrend csoport izomorf egy n-edfoku

permutécidcsoporttal.
Bizonyitas
Legyen G n-edrend, €s legyenek elemei valamilyen sorrendben: a |, a,, . . . , a,. Tekintjik az
ap, ay, . .., a, elemek permutacidibol allo S, n-edrend szimmetrikus csoportot. G ¢, elemének
megfeleltetjiik a

al Clz . Cln X
A" Ay Ay dy . oo, A, A; X-a;

permutaciot. A Tés a T szorzata

"5 (w0) () = () (()) () e ooy )

vagyis aza; a ] szorzatelemnek megfelel permutacio. Az a; — m.leképezes tehat G-nek S -be valo
mvelettarto leképezese. Ha o, # a, akkor T # nj, mert T, és nj a G neutralis elemét az a -be, ill. aza -

be viszi at. Igy az a; — w0 lekepezes izomorfizmus G €s S, egy részesoportja kozott.

12.7.4. Példa

(1) Mutassuk meg, hogy a {H, + } struktura csoport.
(2) Igazoljuk, hogy a csoport izomorf egy 6-odrend permutacidcsoporttal.

Megoldas

Ismétlésként tekintsiik 4t a maradékosztaly fogalmat. (1.8.7)

V¥ Kongruenciarelicié, maradékosztilyok

12.7.5. Definicio

Aza és a b egész szamokat az m # 0 rogzitett egész szamra nézve kongruensnek nevezziik, ha az
a és a b m-mel vald osztasnal azonos maradékot adnak.
Az m szdmot modulusnak nevezziik. A kongruenciarelacio jeldlése

a = b(modm)

crer

12.7.6. Definicio




a =b(modm) ,ham(a — b)
12.7.7. Tétel

Legyen m pozitiv egész és m > 1. Mutassuk meg, hogy az
R={(a,b)|a =b(modm)}
ekvivalenciareldcio az egészek halmazan.

Bizonyitas

Mivela — a =0, és a 0 barmely egész szammal oszthato, a relacio reflexiv.

Tegyiik fol, hogy a = b(mod m). Ez azt jelenti, hogy van olyan k egész szam, amelyre
a — b=k - m. Ebbl kovetkezik, hogy b — a = ( —k) - m, tehat b = a(modm), vagyis a relacid
szimmetrikus.

Tegyiik most fol, hogy a = b(mod m) és b = c(mod m) teljesiil. De ekkor az m osztdja az
a — b-nek és ab — c-nek, azaz 1étezik olyan egész k és egész | szdm, amelyekrea — b=k - m és
b — c=1- mteljesiil. Osszeadva a kér egyenletet adodik

a—c=(a—b)+(b—c)=k-m+1-m=(k+1]) -m,
tehat a = c(mod m). Ez azt jelenti, hogy a relacio tranzitiv. Ezzel belattuk, hogy a
kongruenciarelacio rendelkezik az ekvivalenciarelacié mindharom tulajdonsagaval, tehat a
kongruenciarelacié ekvivalenciarelacio.

Az egész szamok adott m modulus esetén m kiilonféle maradékot adhatnak. Ha pl. m=5, akkor a
lehetséges maradékok: 0, 1, 2, 3, 4. Két egész szam pontosan akkor ad 5-tel osztva azonos
maradékot, ha kongruensek egymassal modulo 5. A kongruenciarelacio6 figyelembe vételével
tehat az egészeket un. osztalyokba sorolhatjuk.

osztalyba.Az osztalyok szokasos jelolése 0, 1,2,3,4,5. ..

Allitsuk el a mveleti tablat. Az 6sszeadast a maradékosztalyok kozott tigy értelmezziik, hogy az
Osszeadas elvégzése utdn az eredmény 6-tal vald osztasanak maradékat vessziik.

¥ A mveleti tabla képzése

| > Oszlop:=matrix(7,1,[ "+ ,seq('m|i",i=0..5)]):
> M=matrix(7,6,[seq('m|i"',1=0..5),seq(seq((i + j) nod 6,i=0.
.5),j=0..51]):

;> ML: =l i nal g[ concat] (Oszl op, M:
| > tabl a: =map(t->eval m(t), ML) ;

[ om0 ml m2 m3 m4 m5 |
mo 0 1 2 3 4 5
ml 1 2 3 4 5 0
m2 2 3 4 5 0 1
m3 3 4 5 0 1 2
mé 4 5 0 1 2 3
ms§ 5 0 1 2 3 4

A mvelet zartsaga egyértelm, hiszen két maradékosztalyt 6sszeadva ismét egy maradékosztalyt
kapunk, ha az 6sszeadas a maradékosztalyokon értelmezett 6sszeadas. Az asszociativitas szintén
trivialisan teljesiil. Az egységelem a 0 maradékosztaly, hiszen ha egy tetszleges szamhoz 6-tal
oszthat6 szdmot adunk, akkor a szdm maradéka nem valtozik modulo 6. Az x maradékosztaly inverze



pedig az 6 — x maradekosztaly, hiszen ha a = x (mod 6) €s b =6 — x (mod 6), akkor atb=x+6 —x =
0 (mod 6). Vagyis a csoporttulajdonsag mindegyik feltétele teljesiil.

V¥ Eljaras a Cayley-tétel realizalasira
A csop_izo eljards a mod n maradékosztalyok additiv csoportja esetén realizalja a Cayley-tételt,
vagyis minden maradékosztalyhoz hozzarendeli a tétel altal elirt permutaciot.

> csop_i zo: =proc()

|l ocal i,MN,nk,j,sorl,sor2;

gl obal A

n: =args[ 1] :

if not(type(n,posint)) then RETURN( n pozitiv egész’) fi:

k: =args[ 2] :

i f not(type(k, nonnegint)) then RETURN( n pozitiv egész ) fi:
sorl:=seq(i,i=1..n):

M=matrix(1,n,[sorl]):

sor2:=[seq(j+k nod n,j=1..n)]:

for i tondo if sor2[i]=0 then sor2[i]:=sor2[i]+n fi od:
N: =matrix(1,n,sor2):

A: =l i nal g[ stackmatrix] (M N):

eval m( A)
end:

Cayley tétele alapjan a mod 6 maradékosztalyok 6-odrend additiv csoportja izomorf a 6-odfoku
szimmetrikus csoport egy részcsoportjaval, egy 6-odfoku permutéciocsoporttal. A csop_izo eljarassal
megkeressiik a megfelel permutaciokat, s megmutatjuk, hogy ezek csoportot alkotnak.

Nézziik meg elszor, hogy melyik permutéacié felel meg a 0 osztalynak

[> csop_i zo( 6, 0);
A véarakozasnak megfelelen ez az identikus permutacid. Keressiik meg az 0sszes elemhez a
megfelel permutaciot!

> for i fromO to 5 do
csop_izo(6,1):
gl |i:=eval n(A)
| od:
| > seq(q||i=evalnm(qg|]|i),i=0..5);
Mutassuk meg, hogy a kapott 6 permutéacié csoportot alkot! Képezziik mindenekeltt a mveleti
tablat
> Oszlop:=matrix(7,1,[ o ,seq('@|i',i=0..5)]):
> M=matrix(7,6,[seq('Q|i"',i=0..5),seq(seq(pernszor(qg|l|i,qll]).,
| i=0..5),j=0..5)]):
| > ML: =linal g[ concat] (Gszlop, M:
| > map(t->eval mn(t), ML) ;




A tablabol leolvashato, hogy a {q1, q2, q3, q4, g5, q6 } halmaz zart a permutdciok egymasutani
végrehajtasara, mint mveletre nézve. A g/ elem inverze a g3, a q2 inverze a g4, a g3 inverze
onmaga. Az assszociativitas természetszerleg teljestil.

A csoport ciklikus, a q1=q hatvanyaként 6sszes eleme elall:

[> ar1=eval m(qu);
|:> for i to 5 do g”(i+1)=pernszor(rhs(%,gl) od;

Y Adalék a csoportok izomorfiajahoz

12.8.1. Példa

Tekintsiik a kovetkez matrixokat

10 -1 0

01

1

MI= ; ; .

-1 0

0 -1

Mutassuk meg, hogy ezek a matrixok a matixszorzas mveletére nézve csoportot alkotnak. (Klein-
féle négyes csoport)

Megoldas

Mindenekelott idezziik fel a matrixok szorzasarol tanultakat a 2x2-es matrixok szorzasa kapcsan.
Adjuk meg a matrixokat:

|:> A =matrix(2,2);B =matrix(2, 2):

[> eval m(A), eval n(B):

[> A*B=eval m(A&*B):

A szorzatmatrix els soranak els elemét tigy kapjuk, hogy az els tényez, tehat az A matrix els

s

A By T4, ,8,, kifejezést, tehat a megfelel elemek szorzatanak dsszegét. Ugyanigy jarunk el a

tobbi esetben is.
Adjuk meg most a szobanforg6d matrixokat:

>M|1:=matrix(2,2,[1,0,0,1]);M|2:=matrix(2,2,[1,0,0,-1]);M|3: =
matrix(2,2,[-1,0,0,1]);M|4:=matrix(2,2,[-1,0,0,-1]);

V A mveleti tabla képzése

B h: =[ seq(seq(eval MM |i&M|j),i=1..4),j=1..4)]:
[ > matrix(4,4,h):

| > Oszlop:=matrix(5,1,[ * ,seq("M|i",i=1..4)]):
[> Ar=matrix(5,4,[seq("M|i",i=1..4),0p(h)]):

[ > Al:=linal g[concat] (GCszl op, A):

| > tabl a: =map(t->eval n(t), Al):

|:> map(t->eval n(t), tabl a);
A mveleti tablarol leolvashatjuk, hogy valdban csoporthoz jutottunk, ez a Klein-féle négyes csoport.
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A csoport egységeleme az matrix. Minden elem dnmagaval vald szorzata, azaz masodik

hatvanya az egységelemet adja, masképpen szo6lva minden elem 6nmaga inverze.

12.8.2. Definicié
Ha G csoport, e a neutrdlis eleme és a € G, akkor az a elem rendjének

nevezziik azt a legkisebb pozitiv egész k szamot, melyre

a =e.
Az a elem rendjét o (a)-val jeloljiik.

A Klein-féle négyes csoport minden - az egységelemtl kiillonboz - eleme méasodrend. A csoport
rendje -elemeinek szdma- 4. Az elemek rendje osztoja a csoport rendjének. Ez minden csoport
minden elemére igaz.

12.8.3. Példa

Ismeretes, hogy I a képzetes egység, amelyre P =-1. Tekintsiik a kdvetkez matrixokat

0 0 -1 0
; M2= ; M3=

1 I

0 -1
Legyen a mvelet ismét a matrix-szorzas!
> M|1:=matrix(2,2,[1,0,0,1]);M | 2:=matrix(2,2,[1,0,0,1]);M|3:=
matrix(2,2,[-1,0,0,-1]);M | 4:=matrix(2,2,[-1,0,0,-1]);
Képezziik ismét a mveleti tablat:

M= ;

3

¥ A mveleti tabla képzése

B h: =[ seq(seq(eval MM |i &M |]),i=1..4),)=1..4)]:
> matrix(4,4,h):

> Oszlop:=matrix(5,1,[ * ,seq("M|i",i=1..4)]):
> A =matrix(5,4,[seq("M|i",i=1..4),0p(h)]):

> Al: =linal g[ concat] (GCszl op, A):

> tabl a: =map(t->eval n(t), Al):

|:> map(t->eval n(t), tabl a);
Ismét csoporthoz jutottunk. Ez a csoport is 4-edrend, s van egy érdekes tulajdonsaga. Tekintsiik
ugyanis az M2 elem hatvanyait.

[> seq(eval m(Meri ), i=1..4):

[> seq(eval m(MBri ), i=1..4):

[>

Az M2 hatvanyaként a csoport 6ssze eleme elall! Masképpen szolva a csoport egyetetlen elemmel
generalhato. Mint mar tudjuk, az ilyen csoportokat ciklikus csoportnak mondjuk. Az M2 elem rendje



4, azaz o(M?2) =4. Ciklikus csoport rendje megegyezik a generald elemének rendjével.
Ez a csoport nem izomorf a Klein-féle négyes csoporttal. Ismeretes ugyanis a kovetkez tétel:

12.8.4. Tétel

Minden négyelem csoport izomorf vagy a
négyelem ciklikus csoporttal, vagy a Klein-
csoporttal, attdl fiiggen, hogy van-e benne
negyedrend elem, vagy nincs.

12.8.5. Példa

Adott a sikon egy rombusz. Tekintsiik a sik azon egybevagdsagi transzformaciodit, amelyek a
rombuszt dnmagaba viszik at.
(1) Mutassuk meg, hogy ezek a transzformaciok csoportot alkotnak. (A mvelet a transzformaciok

egymas utani végrehajtsa.)
(2) Igazoljuk, hogy ez a csoport izomorf a Klein-féle négyes csoporttal.
Megoldas

A keresett transzformacidoknak a rombusz csucsait csticsba kell atvinniiik. Jeloljiik a rombusz csucsait
az 1,2, 3 és a 4 szamokkal. (4. abra)

[ ]

4. abra

Négy olyan transzformacié van, amely a rombuszt dnmagaba viszi at, ezek atlokra (#,,z,) valo
tiikkr6zés, a kozéppontos tiikrozés(C), €s az identitas (azonos leképezés) Ezek mindegyike leirhat6 a

crer

:(1234). t=(1234)'t=(1234)'t2(1234)
€ 1234 ) 1 3214 ) 2 1432 ) € 3412
Aze, 1), 1,, t - rendre az identikus transzformaciot, a tengelyes tiikrozést €s a kdzéppontos tiikrozést

jelenti.



=matrix(2,4,[1,2,3,4,1,2,3,4]);t||1:=matrix(2,4,[1,2,3,4,3, 2,
JA4]1) it 2:=matrix(2,4,[1,2,3,4,1,4,3,2]);t||C=matrix(2,4,[1,
3,4,3,4,1,2]);

=[e, t1,t2,t(C;

=seq(seq(pernmszor (L[i],L[j]),i=1..4),]j=1..4):

L hEO

> T:=matrix(4,4,[H):

> Oszlop:=matrix(5,1,[ " *,""e",""t1",""t2"",""tC"']):

> Sor:=matrix(1,4,[""e """t ""t2"",""tC"]):

> M =linal g[ stackmatri x] (Sor, T):

> ML: =l i nal g[ concat] (Gszl op, M :

| > tabl a: =map(t->eval n(t), M) ;

A muveleti tablarol leolvashato, hogy csoportot kaptunk. Az e az egységelem, minden elem
onmaganak inverze, az egységelemet kivéve minden elem rendje 2. Ez a tétel alapjan azt jelenti, hogy
a csoport a Klein-féle négyes csoporttal izomorf. Ezt kdzvetleniil is belathatjuk. Az {e, ¢1, ¢2, tC}

halmaz elemeinek feleltessiik meg rendre az {M1, M2, M3, M4} elemeit. Azonnal lathato, hogy ekkor
| mvelettartd izomorf leképezést 1étesitettiink.

\Y

V¥ Kétmveletes strukturak

Az elzkben olyan stukturakkal foglalkoztunk, amelyekben egy mvelet volt értelmezve. Most
olyan strukturak vizsgalatara tériink at, amelyekben két mvelet, az "0sszeadés" és a "szorzas" van
definialva.

VYGyr
Az egész szamok az dsszeadas mveletére nézve kommutativ csoportot alkotnak, a szorzas
mveletére nézve pedig félcsoportot. A szorzas mvelete disztributiv az 6sszeaddsra nézve.

12.9.1. Definicio

AzR = (A,+,) kétmveletes struktirat gy r nek nevezzik, ha a kovetkez
tulajdonsagokkal rendelkezik:

1. (A,~+ ) kommutativ csoport;

2. (A4, ) félcsoport

3. A - mvelet disztibutiv a 4+ mveletre nézve, azaz V a, b, ¢ € A esetén:

a*(b+c)=a+b+a-c, (b+c)sa=b-a+c-a

Ha a - mvelet kommutativ, akkor kommutativ gyrrl beszéliink.

12.9.2. Példak

1. Az elzk alapjan az egész szamok gyrt alkotnak az 6sszeaddsra és a szorzasra nézve.
(Z,+).

2. Gyrt alkotnak a paros szamok az 0sszeaddsra €s a szorzasra nézve. A paratlan egészekre ez
mar nem teljesiil, hisz két paratlan szam 6sszege paros.




3. Gyurut alkotnak a valos (komplex) elemu nxn es matrixok a matrix-Osszeadassal €s a matrix-
szorzassal.
4. Erdekes a kovetkez

12.9.3. Példa

Tekintsiik a mod m maradékosztalyok halmazat az 6sszeadés €s a szorzds mveletével. Az
Osszeadast €s a szorzast a maradékosztalyok kozott gy értelmezziik, hogy az 6sszeadds ill a
szorzas elvégzése utdn az eredmény m-mel vald osztasanak maradékat vessziik. Mutassuk meg,
hogy a

({0, 1,2,3,.m — 1}, +,+)
struktiira minden m € Z \ {1 }esetén gyrt alkot. Vannak-e olyan m értékek, amelyekre a ({ 1,

55,...m — 1},-) struktara csoportot alkot?
Megoldas

Legyen elszor m=6. Az osztalyok kdzotti dsszeadds és szorzas mveletét az alabbi két eljarassal
végezzik. Az eljarasok elkészitik a mveleti tablat. Paraméteriik a modulus értéke.

\ 4 Eljarasok a maradékosztaly-mveletek elvégzésére

> ¢Osszeadas: =proc(n:: posint)
| ocal oszl op, M ML:

oszlop:=matrix(n+l,1,[ + ,seq('i',i=0..n-1)]):
M=matrix(n+l,n,[seq('i"',i=0..n-1),seq(seq((i + j) nod n,
i=0..n-1),j=0.. n-1)]):

ML: =l i nal g[ concat] (oszl op, M:
print(map(t->eval n(t), M));
end:

> szorzas: =proc(n::posint)
| ocal oszl op, M ML:
oszlop:=matrix(n+l,1,["* “,seq('i',i=0..n-1)]):
M=matrix(n+l,n,[seq('i',i=0..n-1),seq(seq((i * j) nod n,
i=0..n-1),j=0.. n-1)]):
ML: =l i nal g[ concat] (oszl op, M :
print(map(t->eval n(t), M));
end:

1. Osszaadds

|:> 0sszeadas(6);

Az 0sszeadas a (Z,+ ) csoportbol 6roklden asszociativ és kommutativ. A tablazatbdl lathato,
hogy a 0 a neutralis elem, tovabba minden elemnek van ellentettje (inverze), ugyanis minden
sorban és minden oszlopban elfordul a 0. Tehata __

({0,1,2,3, 4,5}, +)
struktiira kommutativ csoport.

2. Szorzads



L> szorzas(6);
A szorzas asszociativ (¢s kommutativ), egységelem is 1étezik (1), de csak az 1 és az 5
invertalhato, a tébbi sor_(0szlop) nem tartalmazza az 1-est. Az 5 inverze dnmaga (idempotens

elem),5-5=1. A ({0, 1,2,3, 4, 5}, ) struktira nem alkot csoportot, csupan egységelemes
kommutativ félcsoport A disztributivitas az egészek korébl oroklden teljesiil.

({0, 1,2,3, 4, 5}, +,+) struktara tehat kommutativ gyr. Ezt a gyrt maradékosztaly-
g y r nek nevezziik.
Legyen most m =7. A szorzas mveleténél most zarjuk ki a 0 osztalyt. A szorzas eljarast
modositjuk
> szorzasl: =proc(n::posint)

| ocal oszl op, M ML.:

oszlop:=matrix(n,1,[ * " ,seq('i',i=1..n-1)]):
M=matrix(n,n-1,[seq('i"',i=1..n-1),seq(seq((i * j) nmod n,i=
1..n-1),j=1.. n-1)]):

ML: =l i nal g[ concat] (oszl op, M
print(map(t->eval n(t), M));
| end:
1. Osszeadas
|:> 0sszeadas(7); .
Az Osszeadas kapcesan ugyanazt mondhatjuk, mint az imént, a ({0, 1,2,3, 4, 5,6}, +) srtuktira

kommutativ csoport

Nézziik a szorzast!

|:> szorzasl(7);

A0 osztaly, tehat az 6sszedas neutralis elemének (zéruselemének) kizarasaval kapott { 1 ,2,

3 , 4, 5 ,6 +halmaz kommutativ csoportot alkot az 6sszeadas mveletére nézve. A szorzas
kommutativ és asszociativ. Létezik egységelem és minden elemnek van inverze (minden sorban
¢s minden oszlopban elfordul az 1)Teljesiil a disztibutivitas is. Tehatm =7 esetén a ({1,2,

3,4,5,6},+) sruktura is (kommutativ) csoport. _
Vizsgaljuk meg most néhany m érték esetén a ({ 1,2,3,..m — 1} ) struktarat!
Legyen elszor m primszam!
| > seq(szorzas1(i),i=[3,5,7]):
[ A mveleti tablabol latszik, hogy minden esetben csoportot kaptunk. Legyen most m dsszetett
| szam!
| > seq(szorzasl(i),i=[4,6,8]);
>

Lathatéan egyik esetben sem kaptunk csoportot, hiszen minden esetben csak a modulushoz relativ
prim elemeknek 1étezik az inverze.

12.9.4. Sejtés

A ({ 1,2,3,..m — 1},") struktara akkor és csak akkor csoport, ha m primszam.

A sejtés bizonyithato.

A mveleti tablakat szemlélgetve egy érdekes jelenségre figyelhetiink f6l. Vegyiik példaul a mod
6 maradékosztaly-gyrt. Itt a szorzds mveleti tablaja a kovetkez:

|:> szorzasl(6);



Eszrevehetjiik, hogy a szorzas eredménye tigy is lehet 0 - pontosabban a 0 osztaly, tehat az
Osszeadas neutralis eleme, masképp zéruseleme, hogy egyik szorzotényez sem 0. Példaul:

|:> (3*2) nod 6;
A szorzat eredménye 0, holott egyik tényez sem 0.

12.9.5. Definicio

Ha a # 0ésb # 0, de a » b =0, akkor az a-t baloldali, a b-t jobboldali nullosztonak nevezziik.
Célszer magat a 0-t is nullosztonak tekinteni, igy @ € R baloldali nulloszto, ha 1étezik olyan
beER hogyb #0ésa-b=0.

Az olyan gyrt, amelyben a 0-n kiviil nincs nullosztd, nullosztémentes gyrnek nevezziik.
A kommutativ, nullosztomentes gyrt integritasi tartomanynak nevezziik

A mod 6 maradékosztaly-gyr tehat nem nullosztomentes, hiszen tobb nullosztdja is van: a 2, a 3
__ésa4.

V Test

12.10.1. Definicio

AT= (4,4, ) kétmveletes strukturat

testnek nevezziik, ha

1. (A,+ ) kommutativ csoport;

2. (A \ {0},+) kommutativ csoport;

3. a szorzas diszrtibutiv az 6sszeadasra
nézve.

A 0 itt az + zéruselemét jelenti. Tehat az 6sszeadas zéruselemét kizartuk a szorzasra vonatkozo
halmazbol. Ennek sziikségessége a raciondlis (vagy a valds) szamok példajan konnyen érthet. A
0 nem invertalhato, mert nincs olyan elem, amelyet 0-val szorozva 1-et kapunk. Ezért nem
értelmezhet a 0-val valo osztas a racionalis (valos) szamok korében.

12.10.2. Példak
1. Az elz szakaszban azt kaptuk, hogy a ( {6, T,E,g, Z, g,g}, +) struktira kommutativ

csoport, s a 0 osztaly kizarasaval kapott {1,2,3, 4, 5,6} halmaz is csoport a

maradékosztaly-szorzas mveletére nézve. Teljesiil a disztributivitas is.

Tehat a modulo 7 maradékosztalyok halmaza testet alkot az 6sszeadas és a szorzas mveletére
nézve, azaz a

(10, 1,2,3,4,5,6},+,)
struktira test. Altalaban is igaz a kovetkez

12.10.3. Tétel

AZ =({0,1,2,3,... ,m—1},+,+) (m > 1) maradékosztaly-gyr akkor €s csak akkor test, ha
m

m primszam.

2. Fontos szamtestek a kovetkezk:
({Q, 4+, } aracionalis szamok teste az 0sszeadas és a szorzas mveletére nézve;
({R, 4+, } a valos szamok teste az 0sszeadas és a szorzas mveletére nézve;
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V¥ Példak, feladatok

({C,+,+ } a komplex szamok teste az 0sszeadas €s a szorzas mveletére nézve.

llenrz kérdések

Mit értiink a fiiggvény fogalma alatt?

Igaz-e, hogy minden fliggvény relacid?

Mit értiink bindris bels mvelet alatt? Fejtse ki, hogy mit jelent a binaris, ill. a bels jelz!

Mit neveziink algebrai struktiranak?

Mit jelent az, hogy egy mvelet asszociativ? Hozzon példat nem asszocitiv mveletre!

. Mit értiink félcsoport alatt?

. Defindlja a neutralis elem fogalmat!

. Hany neutralis eleme lehet a félcsoportnak?

. Mit értlink az elem baloldali (jobboldali) inverze alatt?

10. Tegyiik fel, hogy egy elemnek van baloldali- és jobboldali inverze is. Kiilonbdzhetnek-e ezek
egymastol?

11. Mit értlink az alatt, hogy a félcsoport mvelete invertalhatd?

12. Definialja a csoport fogalmat! Adjon példakat csoportra! Legyen ezek kozott véges- €s végtelen
elemszamu csoport is!

13. Mit értiink kompexus alatt?

14. Definidlja a részcsoport fogalmat! A csoport mely elemét tartalmazza sziikségképpen minden
részcsoportja?

15. Adja meg a harmadfoka szimmetrikus csoport elemeit!

16. Mit értlink az alatt, hogy két egymveletes struktara izomorf?

17. Mit értlink ciklikus csoport alatt?

18. Adja meg azt a permutacidcsoportot, amely izomorf a szabalyos haromszdget 6nmagaba atviv
(sikbeli) elforgatasok csoportjaval!

19. Definidlja a gyr fogalmat! Adjon példakat gyrre! Legyen a példak kozott véges- és végtelen
gyr is!

20. Mit értiink integritasi tartomany alatt?

21. Definidlja a test fogalmat! Adjon példékat testre! Legyen a példak kozott véges- és végtelen test

is!

1. Példa
A H=[R \ {1} halmazban definidljuk a o mveletet a kovetkezképpen:

acb=a+b—ab
Mutassuk meg, hogy a H halmaz a o mveletre nézve kommutativ csoportot alkot!
Megoldas

1. A mvelet zartsaga

Mindenekeltt megmutatjuk, hogy a mvelet zart, nem vezet ki az adott halmazbol. Aza +b —a-b
kifejezés lathatdoan minden valds (a, b) szdmparhoz valds szamot rendel. Azt kell még
megmutatnunk, hogy haa,b € H=R \ {1}, akkora ¢b =a +b — a-b is h-ban van. Nézziik, mely
értekekre lenne az a +b — a-b kifejezés értéke 1:

a+b—-—ab=1AN=a+b—-—ab—-1=0<a(1—-b)—(1—-b)=(a—1)(1—-0D)=0<a



=1lvagyb=1
Ez azt jelenti, hogy a H egyetlen elemére sem lesz a mvelet eredménye 1. Ez azt jelenti, hogy a
mvelet zart.

2. Kommutativitas

A mvelet kommutativ, mert
acb=a+b—-—ab=b+a—b-a=beoa

3. Asszociativitas

Azt kell megmutatnunk, hogy
ac(bec)=(aeb)oc, Ya b,ceEH

aoc(bec)=ac(b+c—b-c)=a+b+c—bc—a(b+c—b-c)=a+b+c—ab—bc—ac
+a-b-c

A kapott kifejezés szimmetrikus, értéke nem valtozik, ha valtozoit ciklikusan felcseréljiik, tehat
ac(boc)=a+b+c—ab—bc—act+abc=co(ach)=(a°bh)eoc

Ezzel belattuk, hogy a mvelet asszociativ. Az utolsé 1épésben felhasznaltuk, hogy a mvelet
kommutativ.

4. Neutralis elem

Meg kell oldanunk az
ace=a+e—ae=a
egyenletet a H halmazon.
at+e—ae=aNaecHoe—ae=0ANaecH<ee=0
A neutralis elem e =0.

5. Inverz elem

Meg kell mutatnunk, hogy H minden elemének van inverze H-ban. Ehhez meg kell oldanunk H-ban
az

1 -1 -1
aca =a-+a —a-a

=e=0
egyenletet.

a+a'—aa'=a'1-a)+a=0oa'=—12

a—1
Mivela # 1, al#1 teljesiil, tehat minden H-beli a elemnek van inverze H-ban.

A megoldasban segitségiinkre lehet a Maple is. Ehhez elszor 1étrehozzuk a - mveletet realizalo
muvelet eljarast:
> nuvel et : =proc(a, b)
description "az eljaras kiszanmtja az atb-ab értékeét";
(a+b- a*b)
L end:
| > rmuvel et (a, b) ;
Az asszociativitast igazoland6 képezziik elszor aza o (b o c) ,majda (a ° b) ° c kifejezést!
> bal ol dal : =expand( nmuvel et (rmuvel et (a, b), c)); #az expand el végzi a
beszor zasokat




L? j obbol dal : =expand( nmuvel et (a, nuvel et (b, c)));
A két oldal lathatdan megegyezik.

| > egyenl et: =nuvel et (a, e) =a;

| > e:=sol ve(egyenl et, e);

[ > egyenl et 1: =muvel et (a, a_i nv) =e;

[> a_inv:=solve(egyenletl,a_inv);

| > muvel et (a, a_i nv); #Keépezzik az el em és inverzének "szorzatat"!

| > sinmplify(9 ;#Hozzuk egyszerbb al akra a kapott kifejezeést!
Tehat az inverz elemet ezuttal is helyesen hataroztuk meg.

1. Feladat

A valos szamok R halmazaban értelmezziik a kovetkez mveletet:
qob= a+b—ab+1

2
a. Szamitsuk kia3 o1, (-1) 02,0 o 4 értekeket.
b. Mutassuk meg, hogy a o mvelet kommutativ és asszociativ.
¢. Mutassuk meg, hogy az R \ {1} halmaznak a ° mveletre nézve a - 1 neutralis eleme.
d. Bizonyitsuk be, hogy az R \ {1} halmaz a ° mveletre nézve kommutativ csoportot alkot.

2. Példa
Bizonyitsuk be, hogy azf,(x) =x, /,(x) = % f3(x) =-x, f,(x) =- %ﬁiggvények halmaza
csoportot alkot, ha mveletnek az osszetett fiiggvény képzését tekintjiik.

Megoldas
Készitsiik el a mvelet-tablazatot. Tegylik ezt meg papir-ceruza segitségével! Készitsiink Maple-
eljarast is, amellyel ellenrizhetjiik munkankat!

> tabla:=proc(L::list)
description "Az eljaras el késziti az input L lista
f Uggvényei hez az Osszetett
f iggvényképzés nvel eti tablajat":
| ocal oszl op, oszl opl, M ML, n, L1

n: =nops(L):

L1: =map(t->unappl y(t, x),L):

oszlop:=matrix(n+2,1,[ @ , “,seq('L1[i](x)",i=1..n)]):
oszlopl:=matrix(n+2,1,[ | ~, -- “,seq(’ | ,i=1..n)]):
M=matrix(n+2,n,[seq('L[i]",i=1..n),seq( -- ,i=0..n-1),seq(seq
(simplify((L[i]@1[j])(x)),i=1..n),j=1.. n)]):

ML: =l i nal g[ concat] (oszl op, oszl opl, M:
print(map(t->evaln(t), M));

end:

dejuk meg a szobanforgd fliggvényeket, mint kifejezéseket listaban!
;>L:=[x,1/x,-x,-1/x];
| Hivuk meg a tabla eljarast az L listara!




|> tabla(L);

* A tablazat minden sordban és minden oslopaban a struktira minden eleme pontosan egyszer fordul
el.

* Van olyan sor és oszlop, amelyben lev elemek sorrendje megegyezik a 0. sor és a 0. oszlop
elemeivel. Ez a neutralis elem létezéséhez sziikséges. A neutrilis elem az x fiiggvény.

* Az is lathatd, hogy minden elemnek van inverze, méghozza minden elem 6nmaga inverze.Ez azt
jelenti, hogy a neutrélis elem kivételével a csoport minden eleme masodrend.

» Megmutatjuk, hogy a mvelet asszociativ:

A sziikségesnél tobbet mutatunk meg, ti. azt, hogy barmely fliggvényharmas esetén asszociativ a

mvelet (feltéve természetesen, hogy képezhetk az dsszetett fiiggvények) Megmutatjuk hogy

(h@(g@f)) = ((h@g)@f)
Képezziik elszor a baloldalt, majd a jobboldalt.

|:>f::'f':g::'g':h::'h':
[> (h@o@)) (%)
[> ((h@) @) (%)

A két kifejezés lathatoan azonos. Mindezek alapjan kijelenthetjiik, hogy a négy fliggvény csoportot
alkot az Osszetett fliggvény képzésének mveletére nézve. A csoport izomorf a Klein-féle négyes
csoporttal.

2. Feladat

. , : : | : 1 : -1
Bizonyitsa be, hogy az f;(x) =x, [,(x) = Py fx)=1—x f,(x) = —_— f5(x) = xT

X
x—1

Jg(x) =
tekintjiik.

fliggvények halmaza csoportot alkot, ha mveletnek az dsszetett fiiggvény képzesét

Mutassuk meg, hogy a csoport minden elemének rendje osztoja a csoport rendjének!
3. Példa

Tekintsiik aza + b~/ 3 alakii szamok R halmazat, ahol a,b tetszleges egész szamok.

(1) Bizonyitsuk be, hogy az R halmaz az dsszeaddsra és a szorzasra nézve gyrt alkot.

a b
(2) Mutassuk meg, hogy az (R, +, -) gyr izomorf az egész szamokbol képzett alaku

b a

matrixok (M, +-) gyrjével, ahol az izomorfizmust az a + b 3 - leképezés valositja

a

meg.

Megoldas

Mindenekeltt megmutatjuk, hogy az R halmaz az §sszeadas és a szorzas mveletére nézve zart.

Az f fiiggvény elallitja az R elemeit:

[> f:=(x,y) - >x+y*sart (3)

[> (f(a b)+f(c,d));

[> expand(f(a, b)*f(c,d)):

Lathatoan a zartsag mindkét mvelet esetén teljesiil. Az 6sszeadas €s a szorzas mvelete a valos

szamok halmazabol 6roklden asszociativ.Az §sszeadas neutralis eleme a 0, a szorzasé az 1. Az

a ++/ 3 -b elem additiv (az 6sszeadas mveletére vonatkozd) inverzaa -a-+ 3 -b elem. A
disztibutivitas is teljesiil, hiszen valds szdmokrol van szo.



Aola+y3b)=

mvelettarto is.
0((a +v370) + (c+V3d)) =o((a+c) +V3 (b +d)) =

a b c d
3:b a 3d ¢
=p(a+3b) +o(c+V3"d)

o((a+v3:b)-(c+V3-d))=0((ac+3-b-d)+3 -(ad+b-c)) =

a-c+3:b-d ad+b-c a b c d
=opla++V3:b)-olc++3:d
3-(a-d +b-c) a-c+3-b-dc 3-b a 3-d ¢ (P( \/_ ) (P( \/_ )

leképezés bijektiv. Megmutatjuk hogy mindkét mveletre nézve
a

a+c b+d
3-(b+d) a-+c

3. Feladat

Tekintsiik aza +~ 2 -b alaku szamok halmazat, ahol az a és a b tetszleges egész szamok. Ezeket a
szamokat H-egészeknek nevezziik. Bizonyitsuk be, hogy a H-egészek halmaza az osszeadasra és a
szorzasra nézve integritasi tartomanyt (kommutativ, nullosztomentes gyrt) alkot.

4. Feladat
A valos szamok R halmazaban értelmezziik az
xXoy=xy+5x+5y+20
képlettel megadott mveletet.
(1) Oldjuk meg azx oy = x o 25 egyenletet!
(2) Hatarozzuk meg az R halmaznak az a részhalmazat, amely a o mveletre nézve csoportot alkot!

5. Feladat

Bizonyitsa be, hogy az (a, b) alaku, valos szamokbdl képezett szamparok H halmaza gyrt alkot az
alabbiak szerint:

(a, b) + (¢, d) =(a+c b+d),
(a, b) (¢, d) = (a-c b-d),
ahol
(a, b) = (¢, d) ®a=cANb=d

6. Feladat
A racionalis szamokbol képzett (a, b) rendezett szamparok H halmazaban a ° és a * mveleteket az

alabbiak szerint ertelmezziik:

(a,b) o (c,d)=(a+c b+d),

(a, b) *(c,d) = (a'c,a-d +b-c).
Bizonyitsa be, hogy a H halmaz a fenti mveletekre nézve gyrt alkot!
7. Feladat

Mutassuk meg, hogy a mod 2 maradékosztalyok az dsszeadas és a szorzas mveletére nézve testet
alkotnak



4. Példa

Tekintsiik az alabbi matrixok M halmazat:

100 100 010 001 010
A0=10 1 0 [,4/=]0 0 1 |,42=|1 0 0 ,43=|1 0 0 [,44=|0 0 1 |45
001 010 001 010 100
001
=010
1 00

1. Mutassuk meg, hogy az (M, « ) struktura csoportot alkot. (A mvelet a martix-szorzds),;

2. Bizonyitsk be, hogy az (M, *) csoport izomorf a 3-adfoku szimmetrikus csoporttal.

Megoldas

Adjuk meg a matrixokat

> A |0:=matrix(3,3,[1,0,0,0,1,0,0,0,1]):A|1:=matrix(3,3,[1,0,0,
0,0,1,0,1,0]):A|2:=matrix(3,3,[0,1,0,1,0,0,0,0,1]):A|3:=
matrix(3,3,[0,0,1,1,0,0,0,1,0]):A|4:=matrix(3,3,[0,1,0,0,0,1,

. 1,0,0]):A |5 =matrix(3,3,[0,0,1,0,1,0,1,0,0]):

| > H =[seq(Al|i=eval m(Al|i1),i=0..5)];

A matixok harmadrendek, s mindegyik matrix mindegyik sordban ¢s mindegyik oszlopaban

pontosan egy 1-es van, a tobbi elem pedig 0. Az ilyen matrixokat permutalé matrixoknak nevezziik.

Figyeljiilk meg ugyanis, mi torténik, ha a harmadrend K matrixot elszdr jobbrol, majd balrol
megszorozzuk a vele kompatibilis permutalé matrixok valamelyikével

|:> K:=matri x(3, 3); K=eval n(K);
|:> map(t->eval m( K& rhs(t)), H);
[> map(t->eval n{rhs(t)&K),H):

Eszrevehetjiik, hogy
* az Ay-lal valo szorzaskor nem tortént véltozas;

* minden mas szorzaskor az els esetben rendre helyet valtozattak bizonyos oszlopok, ill sorok az
alabbiak szerint:

23 12 1-3,3-2,2>1; 1-2,2-3,3->1; 1 <3
(a sorcsereknél a végrehajtodas €s a felsorolas sorrendje nem mindentitt azonos)
Eszrevehetjiik tovabba, hogy M barmely két elemét szorozva egymassal ismét M-beli elemet kapunk,
tehat az M halmaz zart a martix-szorzasra mint mveletre nézve. Egy példa:

[> * A2* A3 : =eval n{ A2&* A3) =AL:

A mveleti tabla:

[> oszlop:=matrix(7,1,[ ' &" ", seq("A|[i,i=0..5)]):

> M=matrix(7,6,[seq("Al|i",i=0..5),seq(seq(eval n(A|i1&Al]|]),I=
0..5),j=0..5)]):



| > ML:=linal g[concat] (GCszlop, M:

[ > map(t->eval n(t), M);

> Pl |1:=matrix(2,3,[1,2,3,1,2,3]):P|2:=matrix(2,3,[1,2,3,2,3,1])
P |3:=matrix(2,3,[1,2,3,3,1,2]):P||4:=matrix(2,3,[1,2,3,1, 3, 2]
):P||5:=matrix(2,3,[1,2,3,3,2,1]):P||6:=matrix(2,3,[1,2,3,2,1,
3]):

A téb]lé)zatb()l lathato, hogy minen elem minden sorban és minden oszlopban pontosan egyszer 1ép

fol. Az els sorban és az els oszlopban az elemek sorrendja megegyezik a 0. sorral ill. 0. oszloppal.
Az egységelem az 4, Minden elemnek van inverze. A mvelet, mint altalaban a matrixok szorzasa

asszociativ. Ezzel igazoltuk, hogy az (M, ) struktira csoportot alkot.
Most térjiink ra a masodik részfeladat megoldasara. Tekintsiik mindenekeltt a harmadfokt
szimmetrikus csoport elemeit:
[> seq(P||i=eval m(P||i),i=1..6);
Lathato, hogy az elemek egyszer, vagy ciklikus cseréjét tekintve a kovetkez megfeletetések
(leképezések) 1étesithetk:
A0 — PI1,Al — P4, A2 — P6,4A3 — P2, A4 — P3, A5 — P5
Ez a bijektiv leképezés mmvelettartd, hiszen pl.:
Az Al és az A3 matrixok szorzata az AS matrix:
[> eval n{ Al&* A3) =A5:
I:Az A1 matrix megfelelje a leképezés soran a P4 permutacio, az A3-¢ pedig a P2 permutacio, s ezek
szorzata (A masodik tényeznek megfelel permutaciot hajtjuk végre elszor)
|:> per nmszor ( P2, P4) =P5;
Ez éppen az AS képe.
Egy masik példa:
| > eval m( Al | 1& Al | 4) =A2;
Az Al matrix megfelelje a leképezés soran a P4 permutacio, az A4-¢ pedig a P3 permutacio, s ezek
| szorzata
| > pernszor (P3, P4) =P6;
>

Ez éppen az A2 képe. Hasonloan lathatd a mvelettartas a tobbi par esetében is.
Ezzel igazoltuk, hogy a két csoport izomorf.

8. Feladat
Tekintsiik a 3-adfoku szimmetrikus csoportnak azt a (ciklikus) részcsoportjat, amelyet az
B 123 123 123
A'_H123’ 231 312]

halmaz elemei alkotnak.
Mutassuk meg, hogy a 4. Példaban szerepl matrixok (M, «) csoportjanak van olyan részcsoportja,
amely izomorf a

3-adfoku szimmetrikus csoport idézett részcsoportjdval.

5. Példa

Csoport-e az (R \ {0} x R, ) algebrai strukttra, ha a - mveletet a kovetkezképpen értelmezziik
(a,b) o (¢,d)=(a-c,b-c+d)

Megoldas
1. A mvelet zart, hiszena # 0 ésb # O miatta-c # 0.



| > " type/ par :=[anything, anyt hi ng];

(> a:="a :b:="b'rci="cdi="d rer="e 1 fI ="

> nuvel et : =proc(a:: par, b:: par)
description "az eljaréas kiszanmitja az atb-ab értékét";
[a[1]*b[1],a[2] *b[ 1] +b[ 2] ]

| end:

Megmutatjuk, hogy a mvelet asszociativ: Elszor képezziik az ((a, b) © (¢, d)) ° (e, f), majd az
| (a,b) ° ((c,d) ° (e, f) ) kifejezést:

| > muvel et (muvelet([a,b],[c,d]),[e, f]);
| > nmuvel et ([a, b],muvelet([c,d],[e, f]));
A két oldal lathatoan megegyezik. Hatarozzuk most meg a neutralis elemet!
| > egyenl et:=nuvelet([a,b],[c,d])=[a,b];
| > assume(a<>0); assune(c<>0); about (a);
| > sol ve({a*c=a, b*c+d=b}, {c, d});
;Tehét a struktara neutralis eleme:
| > e:=[1,0];
;Keressiik meg az [a,b] elem inverzét!
| > muvel et ([a,b],[i1,i2])=e,
| > sol ve({a*i 1=1, b*i 1+i 2=0},{i 1,i 2});
| > ab_inv:=[1/4a,-b/a];
Mivel a # 0, minden elemnek van inverze.
> nuvel et ([ a, b], ab_i nv); #Képezzik az el em és i nverzének
| "szorzatat"!
[ Ezzel igazoltuk, hogy a szébanforgd algebrai struktura csoport. Vizsgaljuk meg, kommutativ-e a
| csoport!
| > nmuvel et ([a,b],[c,d])=nuvelet([c,d],[a,b]);
[ A mvelet nem kommutativ, mertb-c +d # a-d + b. Példauld=0,a=1,b=c=2 esetén a
| baloldal értéke 4, mig a jobboldal¢ 2.




